Ecole polytechnique de Bruxelles PHYSH301/2017-2018

Mécanique Quantique 1 — CORRIGE

La premiére partie de ce document donne la correction détaillée de la séance d’exercice 1 sur les
états liés du puits carré. La deuxiéme partie de ce document propose un exercice similaire mais sur
loscillateur harmonique. Ceci n’a pas été vu en classe, mais est lié & la matiére du cours.

Séance d’exercices 1 : Etats liés du puits carré.

PUITS CARRE INFINI EN 1 DIMENSION

Exercice a

Notez d’abord que le puits étant infini, il n’admet que des états liés!
A Pextérieur du puits, le potentiel étant infini, la fonction d’onde est nulle. Comme la fonction d’onde
doit étre continue, on en déduit les conditions limites de la fonction d’onde a l'intérieur du puits :

Pour trouver la forme de la fonction d’onde a I'intérieur du puits, on résout I’équation de Schrédinger
indépendante du temps, en une dimension, qui est donnée par :

(~aoas + V@) (0) = B

 2m 922
Comme le potentiel est nul, cela devient simplement

K2 02
—%@w(l‘) = Ei(x)

ou encore, en posant k = vV2mkFE/h,

82
e

(z) = k().

La solution de cette équation différentielle est donnée par des sinus et cosinus. Ainsi, de fagon générale,
la solution est
Y(x) = Asin(kz) + B cos(kz).

En utilisant les conditions limites mentionnées précédemment, on trouve

b(0)=0 = B=0
Y(L)=0 = Asin(kL)=0 = kL=nn

ol n est un entier positif. Ainsi,

¥(z) = Asin <mj§>



Pour trouver la valeur de A il reste & normaliser la fonction :

L L T
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0 0 L
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0
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Puisque la norme de la fonction d’onde vaut 1 on trouve que A = /2/L et donc

() = ﬁsin(nwf) sio<zxz<L

0 sinon

Notez que n représente ici le nombre quantique.

Exercice b

Puisque, de l'exercice précédent on tire que k = vV2mE/h et kL = nm, on en déduit facilement que
les énergies propres du puits infini sont

KR, 2R

E = .
" 2m " 2mL?2

Puisque n est entier, on comprend ici que I’énergie est quantifiée.

Remarquez que si le puits carré est de profondeur finie Vj, on a une solution ¢ (z) non nulle a 'extérieur
du puits, comme on le verra & ’exercice 3. Dans ce cas 13, il y aura également un nombre fini d’états
liés.

PUITS CARRE INFINI EN 3 DIMENSIONS

Exercice a

L’équation de Schrodinger indépendante du temps, en 3 dimensions, est donnée par :

h? [ 02 02 52 X
[‘Qm (a et a> +V sz)} U(@,y,2) = BY(,9,2)

En supposant que la solution a la forme ¥ (x,y, z) = ¥1(x)2(y)13(z), on trouve

2 92 T 2 92
wa(0n() (5 TIE @)+ @) (g + V)
2 92 P
+ el (5 S5 ()

= Yo (y)3(2) (E191(x)) + 1 (2)Ps(2) (B2 (y))
+ Y1(x)2(y) (E3tp3(2))



ou on a posé que E = Ey + Ey + E3. En divisant par ¢ (x)v2(y)1s(z) on obtient 'écriture suivante :

wm*(fﬂ%“”+mmmmﬂ—%wwﬂ(—ﬁy%@+w@wwﬁ

2m  Ox? 2m  Oy?
fonction de x fonction de y
B2 9%ys(2)
-1 Y ¥3<)
R O A E)

fonction de z

= E1 -+ E2 =+ E3
N—
constante

La seule configuration possible est que chacune des fonctions de x, y et z soit égale & une constante,
que l’on choisit étre respecivement Eq, Eo et E3. On a donc 3 fois un probléme unidimensionnel qui
se rameéne en fait au cas étudié a ’exercice 1 :

<W32+mm0¢mw:aw@n

2m 0a?

pour i=1,2.3. La solution générale dépend alors de trois nombres quantiques nj, no et n3 :

8 . T\ . ¥\ . z
Yy noms (T, Y, 2) = msm nle—l sin nQWL—2 sin nng—3

En se basant également sur le résultat de I'exercice 1, on trouve que les énergies liées sont :

mh? (n?  n3  nd
Erimams =5\ T 12

Exercice b

Remarquez que dans ce cas-la, certaines dégénérescences sont possibles.

Exercice ¢

Ici, on cherche a calculer le nombre d’états quantique N (Ep) dans la boite dont I’énergie est inférieure
a une certaine valeur Ey. On cherche donc N(Ey) tel que

On remarque que c’est comme calculer le nombre d’états & I'intérieur d’une sphére de rayon

2mE0
mh

en sachant que la densité de points est LjLoLs (I'unité de longueur de la coordonnée i est n;/L;).
On approxime le résultat en oubliant que les n; sont entiers et donc il suffit de calculer le volume de
la, sphére multiplié par sa densité. Par contre, il ne faut pas oublier que les n; ne peuvent étre que
positifs et donc on ne prend qu’un huitiéme du volume de la sphére. :

R:

1
N(Ey) = 3% volume X densité

1 47 (2mFEp)>/?

83 m3m3

4%p3 L1LaLs
h3

X L1L2L3
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ol & la derniére ligne on a posé que h = % et po = v2mkEy. pg représente 'impulsion d’une particule
de masse m dont ’énergie cinétique est Ejy.
Ainsi, on remarque dans la derniére équation que LjLoLs représente le volume dans ’espace des
positions alors que 47Tp8 /3 représente le volume dans 'espace des impulsions.
Dans une volume arbitraire de I'espace des phases, le nombre d’états quantiques indépendants est en
fait donné par
AzAyAz - Ap,Ap,Ap,

B3
C’est comme si chaque état se trouvait dans une petit boite de coté h.
Lorsqu’il s’agit de fermions, cela revient simplement & compter le nombre de particules dans la boite
jusqu’a une certaine énergie, puisqu’il n’y a qu’une seule particule par niveau (on ne peut pas mettre
plus d’un fermion par petite boite). Notez également que 1’on ne connait par précisément x et p a
I'intérieur de la petite boite.

N =~

PUITS CARRE FINI EN 3 DIMENSIONS

Exercice a

L’équation de Schrodinger stationnaire pour une particule de masse m a la forme suivante :

2
Hp=By s (-2 V)l = Bu)

ou le laplacien en coordonnées sphérique est
19/,0 1({ 1 0 o) 1 02
2 2 .
= (2o — = (sinh—) + —— =
Vi=2a, (r 87") t o2 (maae(sm ae) + sin2ea¢2>
Ainsi, I’équation de Schrédinger devient
2 0 /50 h? 1 0 0 1 02
A %S R R (S S Nl -7 174
[ 2mr? Or (7’ 87”) 2mr? \ sinf 06 <sm 80) * sin? 0 0¢? +Vr)

En multipliant équation par 2mr?, on peut rendre I’équation séparable :

8,0 19 ) 1 82
52 Y 2Y N 2 e : e - 2
[ "o (7" 8r> L (gwae(smgae) + sin298¢2> +2mriV(r)

ou encore

¢(7’7 0, (b) = E”L/J(T, 0, ¢)

W(r,0,¢) = 2mr*Ey(r,0,¢)

[— h2%(r2%) +2m7“2(V(7“) - E) 1/}(7a> 67 d)) = hz( : 2(Slneg) + 1 82 ) w(rje’QS)

sin 0 90 90) " sinZ6 0¢?
partie radiale partie angulaire
Exercice b
lenergie] = [p?] _ [(h/longueur)?] _ h?
[2m] [2m] 2ma?

ou on utilise le fait que AzAp > h pour trouver que l'unité de p est celle de h/longueur.
Notez qu’on veut rendre r également sans dimension. Pour ceci on définit une variable ' = r/a qui

est sans dimension. Alors, % = a% et % (r’ 2%) = % (7’2%) et ’équation de Schrodinger devient
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, 1 0 . 0 1 0? /
U(r',0,0) = 52<1_ 1989(smeae)+S,1I129%2>w(r ,0,9)

[— hQaa/ (T’288/> +2ma’r? (V(r’) — E)
r r

ou encore (en renommant r’=r)

) (5) rwo-n

partie radiale partie angulaire

1 90,. ,0 1 6
?/)(7“7 9) d)) = <sin989<8m089) + sin29w> 1/)(7"7 07 d))

n'g

Si on choisit les unités telles que A = 2m = a = 1, alors I’équation de Schrodinger devient

2
@D(T’@aﬁﬁ) = ( = 0 (Slneﬁ) + ! 0 )@ZJ(T’,H,QZ))

O (20N > _ 1 o RN
[_8r(r ar)” (V(r) - E) sin 0 00 90) " sin20 0¢?

partie radiale partie angulaire

Exercice ¢

Posons (1,0, ¢) = 71w (r)Y;™(Q). L’équation de Schrodinger devient donc

e (D (p?y s L
ru(r)Y, (Q)_<sin930(8m9 >+sin298¢2

- )fluz(rmm(m

[— ;}(728871) +r2(V(r) — E)

ou encore

|-+ -

L) = 1 0 (.09 L 9 \om
" “l(r)_ylm(m sin089(81n089>+sin298¢2 D

On remarque que la partie gauche de 1’équation ne dépend que de r alors que la dépendance de
la partie droite de I’équation est uniquement angulaire. Cela signifie donc que chacun des cété de
Péquation est égal a une constante. On choisi cette constante comme étant —I(I + 1). Bien str, ce
choix n’est pas arbitraire. Il vient du fait que I’équation

1 9,. .0 1 07 m m
(Sin989<8m989) + sin20&¢2)yl () =~ + DY)

ou

1 0,. .0 1 92 9
(Sin989<8m989) + sinzefW) =L

est bien connue et ses solutions sont les harmoniques sphériques Y,f1 ou [ est le nombre quantique
azimutal et m le nombre quantique magnétique. Rappelez-vous qu’il y a une solution différente pour
chaque valeur de m et [.



Revenons maintenant & ’équation radiale qui devient

UzZr) [_ i(r2§> +r3(V(r) = B) [r w(r) = —l(1+1)
_8(1 <Tzaarw7(~r)) +r#(V(r) - B) “lff) = —“lff) 11+ 1)
_£<T§,uz(r) - ul(r)> +72(V(r) - B) “lir) _ _UZY) 0+ 1)
_Taa;“l(’") +r(V(r) = B)u(r) = —WY) i1+ 1)

2
(— % + l(l; D + V(T)) w(r) = Euwl(r)

Pour 'onde s, on a [ = 0 et donc I’équation se simplifie en

2
( — ;12 + V(r)) uo(r) = Eug(r)

ou encore
—ug(r) = Vouo(r) = Eup(r) r<1
—ug(r) = Eug(r) r>1

Exercice d

Dans ce probléme, on cherche les états liés, c’est-a-dire ce qui ont une énergie qui se trouve dans le
puits. On suppose donc que —Vy < F < 0 et on pose a = /Vy + E et ¢ = v/—E. Ces deux constantes
sont ainsi toujours positive et on peut donc réécrire nos équations

ug(r) + (Vo +E)u0(r =0 r<l1 N {ug(r) +a?up(r) =0 r<1
ug(r) + Eug(r) =0 r>1 ug(r) — Eug(r)=0 r>1

Les solutions de la premiére équation différentielle sont des exponentielles complexes de la forme e%"
ou encore des fonction cos(ar) et sin(ar) alors que les solutions de la seconde équation différentielle
sont des exponentielles réelles de la forme e*". Alors, pour avoir des solutions générales (équation

différentielle du second ordre = 2 constantes), on écrit :

uo(r) = Asin(ar) + Beos(ar) r<1
ug(r) = Ce™" 4 De" r>1

Pour trouver la valeur des constantes, on utilise les conditions aux bords et les conditions de conti-
nuité :
1. Conditions aux bords
(a) 1(0) doit étre défini = quand r =0, il faut que u(0) =0 = B =0
(b) A Dinfini, u(r) ne doit pas diverger = le terme en e doit disparaitre = D=0

2. Conditions de continuité

(a) La fonction doit étre continue = u,c1(r=1) =u>1(r=1) = Asin(a)=Ce™ ¢

(b) La dérivée doit étre continue = ul_(r=1)=u.(r=1) = Aacos(a)=—eCe *



La condition de continuité nous permet d’écrire A en fonction de C, mais pas de trouver leur valeur.
On trouvera A en utilisant les condition de normalisation dans I’exercice 6. En attendant, en divisant
les deux équations précédentes on trouve :

tan(a) = —% & tan(v/W+ E) = _Ko—iEE

C’est une équation transcendante. Les valeurs de E/ qui résolvent cette équations sont les seules valeurs
possibles de I’énergie. En examinant cette équation, on voit bien qu’il y aura un nombre discret de
solutions et non pas une continuité ce qui fait que I’énergie sera quantifiée. Pour trouver les solutions
de cette équation, il faut la tracer (ou la résoudre numériquement) et pour rendre le probléme plus
simple, on peut réécrire cette équation en terme de € ou de « :

\%
tan(v/Vp — €) = \/; ou tan(a) = *ﬁ

Exercice e

Intéressons-nous un peu plus a la fonction suivante :

«
o) = ————
fe)=="m—==
Sa dérivée est toujours négative :
2
1
flla)=—"—g — 2
(h—a2) VV—a

f tend vers —oo et posséde une asymptote verticale en a = /Vj.
Pour résoudre I’équation transcendante tan (o) = f (), on trace un graphique en fonction de « :

\
\
\
1
1

Notons d’abord que o = /Vy + E peut prendre des valeurs comprises dans 'intervalle [O, \/70] . Nous
devons compter le nombre d’intersections entre f («) et tan («) sur cet intervalle.

Peu importe la valeur du paramétre Vp, il y a toujours une intersection entre f(«) et tan(a) a
Porigine des axes. Cependant, cette solution ne correspond pas & un état physique. En effet, si « = 0,



la fonction d’onde correspondante est identiquement nulle partout (comme on peut le voir en injectant
a = 0 dans l'exercice d).

On remarque ensuite qu’on aura une solution pour chaque asymptote de tan («) qui se trouve entre 0
et v/Vo (pour bien vous en convaincre, tracez le graphique pour différentes valeurs de Vj et observez
comment évolue le nombre de solutions) . La tangente aura une asymptote si

tan(z) = oo & m:g—l—mr n e’z

Ainsi, il y aura un état lié pour chaque valeur de n vérifiant :

<n<

%
0<Z+nr <V & —Z<mr< V-3 e v
T

[\D\H
N | —

VVo

Le nombre total d’états liés est donc la partie entiére de —— — %, plus 1 car on compte n = 0.
T
vV
Il y aura donc {0 + %J états liés.
T
Exercice f

Si on retourne a nos solution ug(r), on a trouvé :

ug(r) = Asin(ar) r<l
uo(r) = Asin(a)e‘e™ r>1

o1, dans la seconde équation, on a écrit C en fonction de A en utilisant les conditions de continuité
de la fonction. La condition de normalisation va nous permettre de trouver la valeur de A. Pour
normaliser la fonction, il faut que

/_OodeW( =1 @/ //ZWdrde@a 2 plH0() ()\ YO0 oP =1 & © /O“’dr‘u()(r”z_l

car les harmoniques sphériques sont déja normalisées. Ainsi



| drtaor

1 o)
/ dr|A|* sin?(ar) + / dr|AJ? sin® ()27
0 1

AP? /1 1 —cos(2ar) \A|Zsin2(a)62€(1_r) o0
0

2 2e 1
: 1 2 qin2
(5 - )] ‘A';S?;a)
1 in(2 Al“si
|m%2_$1f5+||2§m>
1 in(2 i
|A\2(§ B 51niaa) n sm26(04)

|A|2<1 ~ 2sin(a) cos(a) n sin?(a)
2 i%eY 2e

)
)
2a cos(a) cos(ar) /e N sin2(a))
)
)

1
AP(5
4l 2+ da 2e
cos?(a)  sin?(a)

2¢ 2¢

]A\Q(% +

Graphiquement, les fonctions auront ’air de ceci :

05

car tana = —a /e & sina = —acosa/e
2e
1+4e€
3 y

A Dintérieur du puits, on a une fonction sinusoidale et & 'extérieur, une exponentielle qui décroit.
Ainsi, contrairement au cas classique, il y a une probabilité non nulle de se trouver a I'extérieur du
puits. Toutefois, cette probabilité diminue quand on s’éloigne du puits.



Exercice g

1

sin?(a) -

Et donc

= / dr|AJ? sin® ()20

1

/ dr 2¢ sin? (ar)e2(")
1 1

+e€
2¢ Sin2(a)e2e(1—7‘) >
14+e€e 2 1
sin?(a)
1+e
cos?(a) i a2+ é W
sin?(a) 2 a2 Vo+ E
W+ E
Vo(1+ V—FE)
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Exercice supplémentaire :

Application physique : interaction nucléaire forte entre un proton
(my = 1.672622- 10727 kg) et un neutron (m,, = 1.674927-107%7 kg) peut étre modélisée par un puits
carré de rayon a = 1.5 fm et de profondeur Vy = 59.64 MeV.

1. Pour se ramener au calcul précédent, que représentent physiquement les variables r et m dans
ce cas?

2. Combien d’états liés ce systéme posséde-t-il ?
3. Déterminer numériquement les énergies de liaison.
4. Calculer les probabilités P, .

)

r représente le rayon entre les deux particules.
m représente la masse réduite

m=——"""L_ — 836887 x 10~ 8kg

2)
Si on reprend les équations dérivées plus t6t, mais pour des valeurs arbitraires de a, h et 2m, alors il

faut poser a = 271‘512 (Vo+ E)ete=1/— 277?2“2 E. Le nombre d’états liés est alors [ 2};1;/20 a+1/2

+1.

Notons que

oo (1.054 x 10734)?
2ma? 2 x 8.37 x 10728 x (1.5 x 10~15)

5 =292 x107"%J = 18.23MeV

ou on utilise la conversion 1.J = 6,242 x 10'8eV. Alors, le nombre d’états liés devient

1 GAM
+1=[\/ D96AMeEV 4

18.23MeV 72 +1=[058+05] +1=2

3)
Puisqu’il n’y a que deux états liés, il y a une seule énergie de liaison non nulle. Numériquement, en
résolvant 1’équation

tan(a) = —

pour Vp = 59.64 MeV, on trouve que o = 0 et a« = 1.77188 et donc ’énergie de liaison non-nulle est

h?

E = a? —Vy=—-241MeV
2ma?
4)
Vo+ E
P(r>1)= 0t — 85%
Vo(1+/—E2maly

Mécanique quantique I

Suite de la séance d’exercices 1 : Oscillateur harmonique a trois dimensions
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1. Fcrire I’équation de Schridinger en coordonnées sphériques de Doscillateur harmonique a trois
dimensions.

2. Exprimer les unités de temps, d’énergie et de longueur en fonction des parameétres du probléme,
puis choisir h = m = w = 1 et réécrire ’équation de Schrédinger dans ces unités. Résoudre
alors par séparation des variables en supposant que la partie radiale a une solution de la forme
r~ g (r).

3. En utilisant les postulats, chercher la solution physique u;(r) de 1’équation radiale :

(a) Déterminer u,,o(r), la solution approchée de I’équation de Schrédinger dans la régime
asymptotique (obtenu en faisant tendre r vers Uinfini).

(b) Poser u(1) = ur—o0o(r)vi(r) et en déduire ’équation satisfaite par vy(r).

(¢) Autour du point singulier régulier » = 0, en posant le développement en série entiére suivant
o0
v(r) =r® Zai r',  ag # 0.
i=0

en déduire le systéme d’équations pour les coefficients a;.

(d) Finalement, résoudre ce systéme d’équations en exprimant s et a; en fonction des parametres
du probléme.

(e) Déterminer le rayon de convergence 7. de la série 22 ¢jr/ donné par

Déduire du comportement asymptotique de la fonction d’onde ainsi que de ses conditions
aux bornes une condition de quantification de I’énergie.

4. A partir des résultats obtenus précédemment, il est possible d’écrire les fonctions radiales

nlTU+3/2) gy

2
Rn — T /2,1
TJ(T) e r CO F(nr + l + 3/2) Ny

(r?)

ot n, = %L et E=n+3/2.
Pour n =0 et 1, normer les fonctions d’onde.

5. Application : (Si le temps le permet)
Un nanocristal (ou “particule quantique” ou “q(uantum) dot”) constitué d’arséniure de gallium
(GaAs) posseéde des propriétés optiques trés particuliéres du fait de la quantification des niveaux
d’énergie des électrons de conduction piégés en son sein. Un modéle simpliste pour ces électrons
de conduction est de considérer qu’ils ont une masse effective de 0.067m, et qu’ils sont soumis
& un potentiel harmonique de force fiw = 4 meV. Calculer les énergies accessibles aux électrons
de conduction. Sachant que, pour le cristal infini de GaAs, le gap est de 1.42 eV, en déduire
I’énergie minimale d’un photon émis par un électron passant de l’état de conduction le plus
bas a I’état de valence le plus élevé.

Rappel :

12



Polynémes de Laguerre généralisés

T(n+a+1)
L2(z) = F 1
2= Ty et L)
az ala+1)2? Pla+n) T 2"
F :1 — _— s = 9
(a6 2) =1 g+ oy 7;) (@) T(ctn)nl

I'(n)=(Mn-1)"! et F<n+;>:(2n)!\/77, n €N,

Harmoniques sphériques

1 [204+1(1—m) }

Y0, ¢) = Py (cos0) e™?,
1" (0, 0) o 2 Utm) (cosf)e
1)m m l+m i
Py (z) = 2] (1—a%)> W(w 1)".
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Mécanique Quantique 1 — CORRIGE

Suite de la séance d’exercices 1 : oscillateur harmonique a trois di-
mensions

Exercice 1

L’équation de Schrodinger stationnaire est

h2
|~ 5V VO] = Bu ()
Dans le cas de 'oscillateur harmonique, le potentiel est

V(r) = —mw?r?.
2
Pour écrire I’équation de Schrodinger en coordonnées sphériques, il suffit d’écrire le Laplacien en

coordonnées sphériques :

102 L
T@rQr h2r2
VR
r@rzr 2 h2r2

_18w8%_16@wa%_1y
— r29r\ or r2sin 6 06 00 72 sin? § 0>

Vi o=

et ’équation de Schrédinger devient donc

W[15(28)+ L 5(mm§)+ ! 8ww+;mﬁﬁw=Ew

“om 2o\ or 2 sin 0 90 00 r2 sin? 0 O¢?
10 /4,0 1 0 9, 1 62 m2w? , 2m
=Y (2P Y Ghe s — 2B,
[r28r(r 87") r2sin989(5m089)+r251n298¢2}w+ YT Y
Exercice 2

Si on pose h = w = m =1 les unités de temps, d’énergie et de longueur deviennent :

[temps] = [wl} =1
[energie] = [h][w] =1
_
[longueur| = = 1

Pour ’équation de Schrodinger radiale, on utilise la séparation des variables en posant ¥(7) =
R(r)Y (0, ¢). On peut alors réécrire I’équation trouvée a ’exercice 1 (dans les nouvelles unités) :

0,0y, 1 0/ 0 1
|55 (75) + g (sinb) + m@}}z(myw, 6) + T R(r)Y (6, ) = 2Er’R(r)Y (6, ¢)
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ou encore

9 (20 4 2
Y (22 _ 202F - Y
or (r 8r> moher 72 sin? 6 D2

2
R(r)Y(H,qS):—[ 1 ﬁ(sinﬁa—y)+ L 9 ]R(T)Y(@,(Z))

1 0

9 ay) 1 9?2
sin @ 00

9,0
Y (6, ¢) [87‘ (727) — 4 22E| R(r) = —R(r) (sine)% + WW] Y (6, ¢)

or

Y (8, ¢) aar (TQaar) 4 1 22 E | R(r) = —R(r)L2Y (0, 6)
Y (8, ¢) ;r (rz(i) A 22B | R(r) = RO I+ 1)Y (6, 6)

% (,:z%) — 4 4+ 22B| R(r) = I(1 + 1)R(r)

oll on a utilisé le fait

1 0 0 1 0?
_ —(sinf= )4+ —-—=|Y(0,0) = —L?Y(0,0) =1(l+1

[sin@@&(sm 89>+r251n208¢2] (6:9) (6:9) =1 +1)
On doit donc résoudre I’équation radiale suivante

[(’387" <r2£> — 7t +2r°E

Posons u(r) = rR(r) . Puisque

R(r)=1(l+1)R(r)

On obtient 2
TdT’Z —rPu 4 2urE = 1(1 + 1)%
ou encore 2 )
+1
—Wu(r) + Vegppu(r) = 2Eu(r) avec Vepp =12+ 2

L’équation ci-dessus est ’équation radiale. On remarque qu’elle a la méme forme que ’équation de
Schrédinger en une dimension.

Exercice 3

a)
Sir — 00, I(I4+1)/r? = 0 et 2E < r2. Ainsi, I'équation radiale devient simplement u” () —r2u(r) = 0.
Sa solution assymptotique est u(r) = etr?/2 En effet

u'(r) = (°02)" = (Fretr/2) = 2t 4 2t = 2 1 1)

N - . 2
Or a nouveau, r — oo et donc 1 < 72, ce qui nous permet de dire que u”(r) = r2e* /2 = r2u(r)

et on retrouve bien ’équation différentielle de départ. Notons que méme si mathématiquement on a
deux solutions admissibles ( e”*/2 et e7°/2), seule la deuxiéme est acceptable, car la fonction u(r)
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doit étre bornée partout. En effet, les fonctions qui représentent une solution physique doivent étre
carré intégrable, c’est a dire que [ |u(r)[*dr < oo. Ainsi,

Ur—>oo(r) = e_T2/2

b)
Posons u(7) = ur—00(r)v(r) et remplacons la fonction dans l’équation différentielle

4 —; 1)u(7“) = —2Fu(r)

u”(r) — r2u(r) -

On a donc

u(r) = 6_7"2/2’0(7’) = u'(r) = e T2 (’U/(’I”) — rv(r))

= u’(r) = e T2 (V" (r) = 2rv'(r) — v(r)(1 - r2))

et I’équation différentielle pour v(r) devient

" (r) — 210 (r) + (2E —-1-

On pose
o0
r):rsZairi ag # 0
i=0
Alors,
oo
v'(r) = Z(z + s)ari sl
i=0
o
V() = > (i+8)(i+s— Dagr't?
i=0

et ’équation différentielle pour v(r) devient :

v

i
o

i[ﬂ—s z—i—s—l)—l(l+1)]airi+372+

=0 )

[2]3 120+ s)} air s = 0

En posant j =i — 2, la premiére somme devient

i (G+2+ )0 +1+8) =10+ D]ageor™ = (ss=1) = 1+1))agr* 2+ (s(s + 1) =11+ 1) Jarr*™!
j=—2

+ Z[]—i—Q—i—S j+1+8)—l(l+1)}aj+27’]+s

7=0
et on peut réécrire I’équation différentielle :
0 = (s(s -1 =1+ 1)>a0r572 + <s(s +1) -1+ 1)>a1rsfl
+ (G290 + 1+ =10+ 1))agea+ (28— 1-2( +5) a7+
j=0
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Puisque cette équation est vraie pour tout r, il faut que les coefficients en avant de r s’annulent. En
d’autres termes, on a

s(s—1)—=1l(l+1))ag=0 (1)
s(s+1)=1l(l+1))a; =0 (2)
(G+2+8)(+1+8) =10+ 1))aj2+ (28 = 1= 2 +5))a; =0 (3)

d)
Puisque ag # 0, la premiére équation nous indique que s = —I ou s = [ + 1. Cependant, encore une
fois, il faut que la fonction v(r) soit bornée et donc il faut que la puissance de r soit positive. On
choisira donc s =1+ 1.
La deuxiéme équation elle nous indique que a; = 0, car [ > 0.
Finalement, la troisiéme équation nous indique que

2E —1—-2(j +s) —2FE+1+2(j+14+1)

T2+ +1+s) - l0+D T G+i+3)G+i+2) —i(l+1)"Y

aj+2 = _(

Comme a; = 0, tous les coefficients impairs seront nuls. On peut donc réécrire la fonction v(r) :

o0 o0 o0 o0
v(r)=r* E agir? 4 18 E agiprritt = E agir® =r® g eir?t
=0 =0 =0 1=0

avec
—2FE+3+2l+4

A+ 6+ (4 +10)i + 42
qu’on trouve en posant j = 2¢ dans la définition de a;42 puis en redéfinissant agji2 = ciy1.

c)

Le rayon de convergence est donné par

Ci+t1 =

1 Ly | L
Te i—o00 | C;

. —2FE +3+2l+4
= lim ; -
i—oo |4l + 6 + (41 + 10)7 + 442

4

= lim|—
i—oo | (41 + 10) + 4

= 0

Le rayon de convergence est donc infini.
Maintenant, si on regarde le comportement asymptotique de la fonction, on ne se concentre que sur
les termes pour lesquelles 'indice i — oco. Ainsi, quand i — oo,

4 1 1

~ _

(4 +10)+4i  (A+10)/4+i i

Ci+1
Ci

Par conséquent ¢; 1 =~ ¢;/i, ou encore,

- Gi-1 __ Ci—2 _ Co

A T R ) A A 1]
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et

2(7, 1)

1
7’21 l—|—1 § : 2 2 _ l+3§ : —c T‘l+3 r
]_)'

ce qui permet de réécrire la fonction u(r)

) = cor

u(r) = e’TQ/Qv(r) _ 00677“2/274[+3er = coe” 2/2 I+3

Seulement, cette fonction n’est pas bornée quand — oo ce qui veut dire qu’il faut tronquer la somme
& une certain moment. En d’autres mots, & partir d’un certain 4, les coefficients ¢; seront tous nuls.
Donc a partir d’un certain ¢

3 3
=0 @#0 = 2E43+420+4i=0 = E=2tl+o=ntj

Ce qu’on observe ici c’est que le fait de tronquer la somme nous améne une condition de quantification,
puisque ’énergie prend des valeurs discrétes (qui dépendent de i et [).
Exercice 4

Tout d’abord, pour ceux qui le souhaitent, voici comment trouver R,, ;(r) :
A partir des résultats de la partie 1, on peut écrire la fonction Ry, ;(r) :

Rn7'7l (r) = T_lun'r'yl (T)

T_le_T2/2'Un7-,l (T)

oo .
L1 29 g4t ‘ y - 2E43+2+4i
r— e " / r E cz(nr, ret avec Cjy1 = 4l+6+(4l+10)i+4i26%

oo

)

e 2yt g ci(ng, r?
i=0

Pour l'instant, les coefficients ¢; ne semblent pas dépendre explicitement de n,., mais seulement de
[. Pour remidier a la situation, on se rappelle que l = n —2n, & n=101+2n, et E =n+3/2 &
—2F + 3 = —2n = —2l — 4n, ce qui nous permet de réécrire le coefficient ¢; 1 :

—2E+34+20+ 4 =2l —4n, + 21+ 42 Ny + 1

A16+ W10 +42° " 4G+ 00 +3/2+0) " G0 +3/2+40)°"

Cit1 =

. Calculons les premiers termes :

.
= l—|—3/2CU
—n, +1 —n,+1 —Ny
TSt 0 T 203241 14327
—n, + 2 —ny +2 —n, +1 —Ny
BT 30+32+2 % T 30+3/2+2) “20+3/2+1) 14327
etc.
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La fonction R, ;(r) peut donc se réécrire ainsi :

= e 21 4 2 L/
Rnr,l(r) € r CO( + l+3/27’ + 2(l+3/2+1)l+3/2r +
—ny + 2 —n,+1 Ny r6 +
3(1+3/2+2)2(1+3/2+1)1+3/2

e~ /2y co1Fi(—ny, 1+ 3/2, r2)

—r2/2,0 n, !0 (1 +3/2) [1H1/2(,2)

n, représente le nombre de noeuds de la fonction R, ;, c’est-a-dire le nombre de fois que la densité
de probabilité s’annule.

On peut maintenant normaliser les fonctions :
n=0
n=2n,+1=0 = n.=0 et [ =0

Ceci correspond a I’état fondamental. La fonction d’onde est

T L § B |
Y0,00(F) = Ropo(r)Yy(0,¢) =e /2COL0/ (?“2)\/%\[2 =e /260\/77r

car L§(x) = 1. Pour normaliser la fonction il suffit de trouver la valeur de ¢g telle que l'intégrale
de la norme au carrée de la fonction donne 1. Attention, n’oubliez pas qu’on intégre en coordonnée
sphériques et qu’il faut donc rajouter le jacobien 2 sin 6.

2T T o)
1 = / dgb/ sin@d@/ drr2|¢o,o,o(f‘)|2
0 0 0

21 ™ 1 [e)
= / dcb/ sin 0df— \00\2/ drr2e"”
0 0 4m 0

1 2 > 2 —r?
= 4dr— |co| drrée
47 0

o [ dt 2
= |eol ——te en posant t =r° = dt = 2rdr
° 2\/5

2 00
_ |C(;| / /20—t gy
o

~ 19l r 3y
2
2 2

2

Et donc |cg| = 7;172/4 et la fonction d’onde normalisée s’écrit
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Notez qu’en fait il n’est pas nécessaire de trouver la valeur de I’harmonique sphérique Yy pour
normaliser la fonction d’onde. En effet, on sait que les harmoniques, intégrées sur les angles, sont déja
normalisées :

27 T 27 T
/ de / sin 0d0 Y™ (0, )Y (0, ¢) = dypdmm’ = / de / sin 0d6 |Y;™ (6, ¢)|* = 1
0 0 0 0

Ainsi, pour tous les nombres quantiques n,., [ et m, normaliser vy, ; ,,, revient a simplement normaliser
la fonction radiale. C’est-a-dire qu’il suffit de trouver le ¢y tel que

o0
/ drr2\Rn7,vl|2 =1.
0

n=2n.+10=1 = n-=0 et [=1

La fonction d’onde est donc

m 2 1 3(1 —m)! im
Y0,1,m(7) = Ro1(r)Y{"(0,9) = ¢ /27“00\/% 221 n mglPLm(cose)e ¢
avec A s
—1)y™ m m
Punte) = C 0y L1 0

Puisque les harmoniques sphériques sont déja normalisées, on ne s’occupe que de la partie radiale et
on a donc

1 = /dTT2’R071|2
e 2
= / drr?|co|?e™ 12
0
o 2
= |co|2/ drrie™
0
o [T dt 5 4 2
pumy 0 —_— = ==
lcol Qﬁt e en posant t = r° = dt = 2rdr
o

2
— |C;| /oo t3/267tdt
o

Et donc |cg| = \/25;/15/4 et la fonction d’onde normalisée s’écrit

— \/i —r2/2 (1_m)'

Po,1,m(7) = 773/46 r ! Py (cosB)e
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Exercice 5

Un électron ne peut prendre comme valeur d’énergie, que celles comprises dans une certaine bande.
La derniére bande complétement remplie est la bande de valence. Celle-ci est pleine d’électrons, mais
ne contribue pas au phénomene de conduction. La bande permise d’énergies suivante est la bande de
conduction. C’est elle qui permet aux électrons de circuler. Entre les deux bandes, il y a une bande
interdite dénommée gap (voir la figure). Cette bande est inexistante dans les métaux conducteurs.

Bande de conduction

XIALND N Gap

Bande de valence

Puisque les électrons sont soumis & un potentiel harmonique, les énergies admissibles sont E, =
fuo(n + 3/2) et en particulier, I’énergie fondamentale est
3 3
Ey = —hw = =4dmeV = 6meV
2 2
L’énergie minimale qu’aura un photon émis par un électron passant de ’état de conduction le plus
bas a I’état de valence le plus élevé sera donc :

Emin = Eo + Egap = 6meV + 1.42eV = 6 x 10~ 3¢V + 1.42eV = 1.426eV

On peut calculer sa longueur d’onde :

1.426 eV
V= —

h
1426 x 1.60217653 x 1079 J

6,62606957 x 10-34J.s

v=3.448 x 10" Hz
c 299792458 m/s

v 3.448 x 1014 Hz
A= 869nm

E, =1.426¢eV = hv

t ¢ 0

ce qui se situe dans l'infrarouge..
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